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त्रिविमीय ज्यामिति का परिचय 


है (ntroduction to Three Dimensional Geometry) | 





*% Mathematics is both the queen and the hand-maiden of 
all sciences - E.T. BELL ५९ 


2.] भूमिका (Introduction) 

हम जानते हैं, कि किसी तल में स्थित एक बिंदु की स्थिति निर्धारण 
के लिए हमें उस तल में दो परस्पर लंब एवं प्रतिच्छेदित रेखाओं से 
लांबिक दूरियों की आवश्यकता होती है। इन रेखाओं को निर्देशांक्ष और 
उन दो लांबिक दूरियों को अक्षों के सापेक्ष उस बिंदु के निर्देशांक 
(coordinate) कहते हैं। वास्तविक जीवन में हमारा केवल एक तल 
में स्थित बिंदुओं से ही संबंध नहीं रह जाता है। उदाहरणतः अंतरिक्ष 
में फेंके गए एक गेंद की विभिन्न समय में स्थिति अथवा एक स्थान 
से दूसरे स्थान तक जाने के दौरान वायुयान की एक 
विशिष्ट समय में स्थिति आदि, को भी जानने की आवश्यकता पड़ती है। Leonhard Euler 

(707-783 A.D.) 
इसी प्रकार एक कमरे की छत से लटकते हुए एक विद्युत बल्ब 

को निचली नोक अथवा छत के पंखे को नोक को स्थिति का निर्धारण करने के लिए हमें उन बिंदुओं 
की दो परस्पर लंब दीवारों से दूरियाँ मात्र ही पर्याप्त नहीं है बल्कि उस बिंदु की, कमरे के फर्श से 
ऊँचाई, को भी आवश्यकता पड़ती है। अत: हमें केवल दो नहीं बल्कि तीन परस्पर लांबिक तलों से 
लंबवत्‌ दूरियों को निरूपित करने के लिए तीन संख्याओं की आवश्यकता होती है, जो बिंदु की दो 
परस्पर लंब दीवारों से दूरियाँ, तथा उस कमरे के फर्श से ऊँचाई को व्यक्त करती हैं। कमरे की परस्पर 
लंब दीवारों तथा उस क्षेतिज का फर्श तीन परस्पर प्रतिच्छेदित करने वाले तल हैं। इन परस्पर प्रतिच्छेदित 
करने वाले तलों से लंब दूरियों को व्यक्त करने वाली तीन संख्याएँ उस बिंदु के तीन निर्देशांक तलों 
के सापेक्ष निर्देशांक कहलाते हैं। इस प्रकार अंतरिक्ष (५००८९) में स्थित एक बिंदु के तीन निर्देशांक 
होते हैं। इस अध्याय में हम त्रिविमीय अंतरिक्ष में ज्यामिति की मूलभूत संकल्पनाओं का अध्ययन करेंगे। 
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[22 त्रिविमीय अंतरिक्ष में निर्देशांक्ष और निर्देशांक-तल (Coordinate Axes and 
Coordinate Planes in Three Dimensional Space) 
बिंदु 0 पर प्रतिच्छेदित करने वाले तीन परस्पर लंब तलों 
को कल्पना कीजिए (आकृति ।2.।)। ये तीनों तल 
रेखाओं %'0%, ४'0४ और 7'07 पर प्रतिच्छेदित करते 
हैं जिन्हें क्रमश: »-अक्ष, -अक्ष और 2-अक्ष कहते हैं। 
हम स्पष्टतः देखते हैं कि ये तीनों रेखाएँ परस्पर लंब हैं। 
इन्हें हम समकोणिक निर्देशांक निकाय कहते हैं। 0४, ४' «- 
07 और 705, तलों को क्रमशः %४-तल, ४7-तल, 
तथा Z%-तल, कहते हैं। ये तीनों तल निर्देशांक तल 
कहलाते हैं। 

हम कागज के तल को %0४ तल लेते हैं। और 
7'07 रेखा को तल 20४ पर लंबवत लेते हैं। यदि 
कागज के तल को क्षेतिजतः रखें तो 7'07 रेखा ऊर्ध्वारतः आकृति 2.] 
होती है। %४-तल से 02 की दिशा में ऊपर की ओर नापी 
गई दूरियाँ धनात्मक और 07' की दिशा में नीचे की ओर नापी गई दूरियाँ ऋणात्मक होती हैं। ठीक 
उसी प्रकार Z%-तल के दाहिने 0४ दिशा में नापी गई दूरियाँ धनात्मक और 7% तल के बाएँ 0५' 
की दिशा में नापी गई दूरियाँ ऋणात्मक होती हैं। ४>-तल के सम्मुख 0% दिशा में नापी गई दूरियाँ 
धनात्मक तथा इसके पीछे 0%' की दिशा में नापी गई दूरियाँ ऋणात्मक होती हैं। बिंदु 0 को निर्देशांक 
निकाय का मूल बिंदु कहते हैं। तीन निर्देशांक तल अंतरिक्ष को आठ भागों में बांटते हैं, इन अष्टाशों 
के नाम XOYZ, X'OYZ, X'OY'Z, XOY'Z, XOYZ:, XOY'Z, X'OY'Z' और XOY'Z; हैं। 
और जिन्हें क्रमशः ], |, |, ...., शा द्वारा प्रदर्शित करते हैं। 


2.3 अंतरिक्ष में एक बिंदु के निर्देशांक (Coordinates of a Point in Space) 
अंतरिक्ष में निश्चित निर्देशांक्षों, निर्देशांक तलों और मूल बिंदु सहित निर्देशांक्ष निकाय के चयन के पश्चात्‌ 
दिए बिंदु के तीन निर्देशांक (४, ५, 2) को ज्ञात करने की विधि तथा विलोमतः तीन संख्याओं के त्रिदिक 
(Trip!) दिए जाने पर अंतरिक्ष में संगत बिंदु (४, », 2) के निर्धारण करने को विधि को अब हम 
विस्तार से व्याख्या करते हैं। 

अंतरिक्ष में दिए गए बिंदु ? से %४-तल पर PM लंब 
खींचते हैं जिसका पाद प है (आकृति ।2.2)। तब ५ से 
*-अक्ष पर पभा, लंब खींचिए, जो उससे 7, पर मिलता है। मान 
लीजिए 0L=% ५ = और PM = 2 तब (४, ५, 2) बिंदु 
? के निर्देशांक कहलाते हैं। इसमें ४,५, 2 को क्रमशः बिंदु P 
के «-निर्दशांक, ५-निदंशांक, तथा 2-निदशांक 
कहते है। आवृठति 2.2 मे हम देखते है कि बिद्‌ 
P(, ५, 2) अष्टांश %0४7 में स्थित है, अतः », ५ और 2 ^ 
सभी धनात्मक हैं। आकृति ।2.2 





प्र P(x,y,z) 
A 





M 
(x, y, 0) 
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यदि 7? किसी अन्य अष्टांश में हो तो % » और 2 के चिह्न तदनुसार परिवर्तित हो जाते हैं। इस प्रकार 
अंतरिक्ष में स्थित किसी बिंदु ? को संगतता वास्तविक संख्याओं के क्रमित त्रिदिक (2, » 2) से किया 
जाता है। 

विलोमतः, किसी त्रिदिक (% ५, 2) के दिए 
जाने पर हम £ के संगत «-अक्ष पर बिंदु 7, निर्धारित 
करते हैं। पुनः %४-तल में बिंदु प निर्धारित करते हैं, 
जहाँ इसके निर्देशांक (५, )) हैं। ध्यान दीजिए कि IM 
या तो +-अक्ष पर लंब है अथवा )-अक्ष के समांतर 
है। बिंदु ई पर पहुँचने के पश्चात्‌ हम %४-तल पर 
MP लंब खींचते हैं, इसपर बिंदु ? को 2 के संगत 
निर्धारण करते हैं। इस प्रकार निर्धारित बिंदु ? के 
निर्देशांक (५, » 2) हैं। अतः अंतरिक्ष में स्थित बिंदुओं को वास्तविक संख्याओं के क्रमित त्रिदिक 
(६, » 2) से सदैव एकेक-संगतता रखते हैं। 

विकल्पतः, अंतरिक्ष में स्थित बिंदु ? से हम निर्देशांक तलों के समांतर तीन तल खींचते हैं, जो 
*-अक्ष, -अक्ष और 7-अक्ष को क्रमशः ^, 8 तथा € बिंदुओं पर प्रतिच्छेदित करते हैं 
(आकृति ।2.3)। यदि 0/^=४, 08= तथा 0C=7 हो तो बिंदु ? के निर्देशांक ५, » और 7 होते 
हैं और इसे हम P(%, ), 2,) के रूप में लिखते हैं। विलोमतः +, ५ और 2 के दिए जाने पर हम निर्देशांक्षो 
पर बिंदु ^, 8 तथा C निर्धारित करते हैं। बिंदु 4,8 तथा € से हम क्रमशः ४7-तल, 7%-तल तथा 
%४-तल के समांतर तीन तल खींचते हैं। इन तीनों तलों को ADPF, BDPE तथा CEPF का 
प्रतिच्छेदन बिंदु स्पष्टतः ? है, जो क्रमित-त्रिदिक ( %, ) 2) के संगत है। 
हम देखते हैं कि यदि अंतरिक्ष में कोई बिंदु ? (%, » 2) है, तो ४०, 7% तथा %४ तलों से लंबवत्‌ दूरियाँ 
क्रमशः +, » तथा द हैं। 


| # टिप्पणी | बिंदु 0 के निर्देशांक (0, 0, 0) हैं। «-अक्ष पर स्थित किसी बिंदु के निर्देशांक 
(५, 0, 0) और ४/7 तल में स्थित किसी बिंदु के निर्देशांक (0, », 2) होते हैं। 





आकृति 2.3 





टिष्यणी एक बिंदु के निर्देशांकों के चिह्न उस अष्टांश को निर्धारित करते हैं जिसमें बिंदु स्थित होता 
है। निम्नलिखित सारणी आठों आष्टांशों में निर्देशांकों के चिह्न दर्शाती है। 
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सारणी ।2. 


|| IT IV V VI VI | VII 


त कर EET ES 
“- -- “- = = = == 


उदाहरण | आकृति ]2.3 में, यदि ? के निर्देशांक (2, 4, 5) हैं तो F के निर्देशांक ज्ञात कोजिए। 


हल बिंदु ह के लिए 0४ के अनुदिश नापी गयी दूरी शून्य है। अतः F के निर्देशांक (2, 0, 5) हैं। 
उदाहरण 2 वे अष्टांश ज्ञात कीजिए जिसमें बिंदु (-3, ।, 2) और (-3, ।, -2) स्थित हैं। 


हल सारणी ।2.] से, बिंदु (-3, ।, 2) दूसरे अष्टांश में तथा बिंदु (-3, |, -2) छठे अष्टांश में 
स्थित हैं। 


| प्रशनावली/2. | 


. एक बिंदु «अक्ष पर स्थित है। इसके ५-निर्देशांक तथा 7-निर्देशांक क्या हैं? 
2. एक बिंदु %7-तल में है। इसके )-निर्देशांक के बारे में आप क्या कह सकते हैं? 
3. उन अष्टांशों के नाम बताइए, जिनमें निम्नलिखित बिंदु स्थित हैं। 

(2,2,3),(4,-2,6), 42,5), G25), CA, 2, -5), (- 4, 2, 5), 3,-, 6) (-2,-4, -7) 
. रिक्त स्थान को पूर्ति कीजिए: 

(0) *-अक्ष और ५-अक्ष दोनों एक साथ मिल कर एक तल बनाते हैं, उस तल को 

कहते हैं। 
(¡) 2%४-तल में एक बिंदु के निर्देशांक रूप के होते हैं। 
(४) निर्देशांक तल अंतरिक्ष को _  अष्टांश में विभाजित करते हैं। 


> 


I2.4 दो बिंदुओं के बीच की दूरी (Distance between Two Points) 


द्विविमीय निर्देशांक निकाय में हमने दो बिंदुओं के बीच की दूरी का अध्ययन कर चुके हैं। आइए अब 
हम अपने अध्ययन का विस्तार त्रिविमीय निकाय के लिए करते हैं। 

मान लीजिए, समकोणिक अक्ष 0%, 0४ तथा 02 के सापेक्ष दो बिंदु P(*,, »,, 2,) तथा 
९ (६, 3, 2) हैं। 
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? तथा (बिंदुओं से निर्देशांक तलों के 
समांतर तल खींचिए, जिससे हमें ऐसा घनाभ 
मिलता है जिसका विकर्ण 70 है (देखिए 


आकृति ]2.4 ) 

क्योकि ८? एक समकोण हे 
अतः^ PAQ में, 

PQ? = PA? + AQ? ..() 


पुनः क्योंकि /८A\Q = एक समकोण, 
इसलिए ^ AN में, 
AQ? = AN? + NQ? ... (2) 
(]) और (2) से हमें प्राप्त होता है, कि X आकृति 2.4 
PQ? = PA?+ AN? + NQ? 
अब, PA = GR AN = न और NQ = CF 
इस प्रकार, PQ? = (४, - 2) + 0, - y,) CF 
अतः PQ = Vox) +(32-9) Fao)? (2-2) Hay) Hs) 


यह दो बिंदुओं P(#,, »,, 2) और 0(५,, »,, 2.) के बीच की दूरी ?0 के लिए सूत्र है। 
विशेषतः यदि +, = ), = 2, = 0, अर्थात्‌ बिंदु ए, मूल बिंदु 0 हो तो 





00- x, +, 
जिससे हमें मूल बिंदु 0 और किसी बिंदु 0 (५, »,, 2.) के बीच की दूरी प्राप्त होती है। 
उदाहरण 3 बिंदुओं ? (।, -3, 4) और ९ (-4, ।, 2) के बीच की दूरी ज्ञात कीजिए। 
हल 0 बिंदुओं ? (।,-3, 4) और 0 (-4, ।,2) के बीच की दूरी है। 
PQ = JC4-D+(0+3)+ (2-4)? 
= \25+I6+4 
= \/45 = 3/5 इकाई 
उदाहरण 4 दर्शाइए कि 7? (-2, 3, 5), 0 (, 2, 3) और र (7, 0, -]) सरेख हैं। 
हल हम जानते हैं कि सरेख बिंदु, एक ही रेखा पर स्थित होते हैं। 


यहाँ PQ = RED) ORE पक OBEN ERE PC ESTEVE PIE 
QR=(7-I)°+ (0-2)°+ (-I-3)? = 436+4+I6 = N56 - 24 
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और PR = (7+2)7+ (0-3) + (-I-5)? = J8+9+36 = ४26 = 34 


इस प्रकार PQ + QR = PR 
अतः बिंदु ?, 0 और 7 सरेख हैं। 


उदाहरण 5 क्या बिंदु ^ (3, 6, 9), 8 (0, 20, 30) और € (25,-4।, 5) एक समकोण त्रिभुज के 
शीर्ष हैं? 


हल दूरी-सूत्र से हमें प्राप्त होता है कि 
AB? = (0 - 3)? + (20 - 6)? + (30 - 9)” 
= 49+ ]96+44] = 686 
BC? = (25 - 0)? + (—4I - 20)? + (5 - 30)? 
= 225 + 372] + 625 = 457] 
CA? = (3-25)? + (6+ 4])? + (9= 5)? 
= 484 + 2209 + ।6 = 2709 
हम पाते हैं कि CA? + AB? # BC? 
अतः ७७83८ एक समकोण त्रिभुज नहीं है। 
उदाहरणा 6 दो बिंदुओं ^ तथा 8 के निर्देशांक क्रमशः (3, 4, 5) और (-।, 3, -7) हैं। गतिशील 
बिंदु ? के पथ का समीकरण ज्ञात कोजिए, जबकि PA? + PB? = 2°. 
हल माना गतिशील बिंदु? के निर्देशांक (%, ), 2) हैं। 
अब PA? =(r—3)+(y-4P+(zZ- 5) 
PB’ =(x+I)+(O—3)+(CE+T) 
दिए गए. प्रतिबन्ध के अनुसार, PA? + PB? = 2/2, हमें प्राप्त होता हैः 
—3+O-4A+(CE-S++I)+0-3)+जCE+TD=2k 
या 2+ + 2४ + 27 -4x-]4y+4z= 2k - I09. 


| प्रश्नावली 2.2 | 


।. निम्नलिखित बिंदु-युग्मों के बीच को दूरी ज्ञात कीजिए: 
() (2, 3, 5) और (4, 3, ।) (i) (-3, 7, 2) और (2, 4, -]) 


(i) (-।, 3, - 4) और (।, -3, 4) (IV) (2, -, 3) और (-2, |. 3) 
2. दर्शाइए कि बिंदु (-2, 3, 5) (।, 2, 3) और (7, 0, -।) सरेख हें। 
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3. निम्नलिखित को सत्यापित कीजिए: 
(0) (0, 7, -0), (!,6,-6) और (4, 9, - 6) एक समद्विबाहु त्रिभुज के शीर्ष हैं। 
(9) (0,7, 0), (-, 6, 6) और (- 4, 9, 6) एक समकोण त्रिभुज के शीर्ष हैं। 
Gii) (-,2, ]), (,-2, 5), (4, -7, 8) और (2, -3, 4) एक समांतर चतुर्भुज के शीर्ष हैं। 

4. ऐसे बिंदुओं के समुच्चय का समीकरण ज्ञात कीजिए जो बिंदु (, 2, 3) और 
(3, 2, -]) से समदूरस्थ हैं। 

5. बिंदुओं ? से बने समुच्चय का समीकरण ज्ञात कीजिए जिनकी बिंदुओं ^ (4, 0, 0) और 8 
(-4, 0, 0) से दूरियों का योगफल ।0 है। 


2.5 विभाजन सूत्र (Section Formula) 


स्मरण कीजिए द्विविमीय ज्यामिति में हमने सीखा है कि 
किस प्रकार समकोणिक कार्तीय निकाय में एक रेखा 
खंड को दिए अनुपात में अंतः विभाजित करने वाले बिंदु 
के निर्देशांक ज्ञात करते हैं। अब हम इस संकल्पना का 
विस्तार त्रिविमीय ज्यामिति के लिए करते हैं। 

मान लीजिए अंतरिक्ष में दो बिंदु ?(%,, »,, 2,) व 
९ (६, ५, 2.) हैं। माना 2 (५, », 2) रेखा खंड ए को 
# : # अनुपात में अंत: विभाजित करता है। %४-तल पर 
PL, QM और रच लंब खींचिए। स्पष्ट: PL ] 0M 
]। RN हें तथा इन तीन लंबों के पाद %४-तल में स्थित 
हैं बिंदु 7, भ और च उस रेखा पर स्थित हें जो उस तल 
और %४-तल के प्रतिच्छेदन से बनती है। बिंदु २ से रेखा ..\M॥ के समांतर रेखा $7 खींचिए। ST 
रेखा खींचे गए लंब के तल में स्थित है तथा रेखा ।.? (विस्तारित) को $ और MQ को 7 पर 
प्रतिच्छेदित करती है। जैसा आकृति ।2.5 में प्रदर्शित है। 
स्पष्टतः चर्तुभुज .\$ और NMR समांतर चर्तुभुज हैं। त्रिभुजों 79२ और ९7 स्पष्टतः समरूप 
हैं। इसलिए 





आकृति 2.5 


m PR _SP_ SL-PL NR-PL 2z-Z 


n OQ QT QM-TM QMNR 5-८ 











रतो पकौ _ Mp + NZ] 
m+n 
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ठीक इसी प्रकार 7-तल और ४7-तल पर लंब खींचने पर हमें प्राप्त होता हे, 


_ mys + 7५ _ 
= और = = 
m+n ॥ + .# 


अतः बिंदु जो बिंदु ? (७, ),, 2.) और 0 ७५, »,, 2.) को मिलाने वाले रेखा खंड को 
# : # के अनुपात में अंत: विभाजित करता है, के निर्देशांक हैं, 


MX, HX, 779, +#५, MZ, + hz | 


MX, + nx, 


m+n m+n m+n 
यदि बिंदु ९, रेखा खंड P( को # : # अनुपात में बाह्य विभाजित करता हो तो इसके निर्देशांक 
उपर्युक्त सूत्र में # को -7 से विस्थापित करके प्राप्त किए जाते हैं। इस प्रकार र के निर्देशांक होंगें, 
MX, NX, MY, ०-४9, My NZ] 
Mn mM—nh mn | 


स्थिति ॥ मध्य-बिंदु के निर्देशांक यदि 2, रेखाखंड ?() का मध्य-बिंदु है तो ऋ : # = ]:] रखने पर 


X] गे X72 yi 9५ और 2] + 22 
ee OO [TT 9 = ओर चः श्‌ = छ क्रा ।भ 
ER ८5 से 


ये ? (४,, ),, 2.) और 0 (५, ),, 2,) को मिलाने वाली रेखा खंड के मध्य-बिंदु के निर्देशांक हैं। 
स्थिति 2 रेखा खंड PQ को £: के अनुपात में अंतः विभाजित करने वाले बिंदु र के निर्देशांक 
bs हर रखने पर प्राप्त किए जा सकते हैं: 

I+k I+k I+k 


यह परिणाम प्रायः दो बिंदुओं को मिलाने वाली रेखा पर व्यापक बिंदु संबंधी प्रश्नों के हल करने में 
प्रयुक्त होता है। 


उदाहरण 7 बिंदुओं (], -2, 3) और (3, 4, -5) को मिलाने से बने रेखा खंड को अनुपात 2:3 
में () अंतः (४) बाह्य विभाजित करने वाले बिंदु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। 


हल (0) मान लीजिए 7? (2, », 2), 4 (], -2, 3) और B(3, 4, -5) को मिलाने वाले रेखा खंड को 
अंतः 2:3 में विभक्त करता है। 
2(3) +30) _9 = _ 2(4)+3(-2) _ 2 


इसलिए Dl — OO >ऊ>ऊञ<2<2३_ और 
2+3 5? * 2+3 ड, और 2 


_2(-5)+363) _-। 
 2+3 5 


बिद 92 -] 
अतः अभीष्ट बिंदु E र ज है। 
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(४) मान लीजिए ? (५, », 2), ^ (।, -2, 3) और B(3, 4, -5) को मिलाने वाले रेखा खंड को 
बाह्य अनुपात 2 : 3 में बाह्य विभक्त करता है। 


_ 2(3)+(-300) __, 2432) _ 


क, जा जा आय * 
(50) (553) 3) 

और i | 

और 2+(-3) र 


अतः अभीष्ट बिंदु (-3, -]4, ]9). है। 

उदाहरण 8 विभाजन सूत्र का प्रयोग करके सिद्ध कीजिए कि बिंदु (-4, 6, 0), (2,4, 6) और 
(4, 0, -2) संरेख हैं। 

हल मान लीजिए 4 (-4, 6, ।0), B (2,4, 6) और ९(।4, 0, - 2) दिए गए बिंदु हैं। मान लीजिए 
बिंदु 0. AB को #: । में विभाजित करता है। तो ? के निर्देशांक हैं: 


2k—4 4/+06 6k+l0 
k+l ' Es RSet | 


आइये अब हम जाँच करें कि # के किसी मान के लिए बिंदु ?, बिंदु € के संपाती हैं। 

















2k —4 

° 7-4 रखने पर प्राप्त होता है ६ =_> 

k+I 2 

6-8 +0 
जरा ६-->-छे तो = * ०) 
4 k+l SN 
द 2 

6k+I0 _ 2 

और (+] SN 


इसलिए (0: (4, 0, -2) बह बिंदु है जो AB को 3:2 अनुपात में बाह्य विभक्त करता है और वही P 
हे। अतः ^, 8 व € सरेख है। 
उदाहरण 9 त्रिभुज जिसके शीर्ष (७, 9, 5), (७, »,, 2.) तथा (, ),, 2,) हैं। इसके केद्रक 
(Centroid) के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। 
इल मान लीजिए ABC एक त्रिभुज है जिसके शीर्ष 4, 8, € के निर्देशांक क्रमशः (2, ),, 2), 
(०, ४६ ARE CG, Ys, 2.), हैं 

मान लीजिए 80 का मध्य-बिंदु ए है। इसलिए D के निदेशांक है: 


Xt X3 YT ७७ 22 / 23 | 


2 2 2 
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माना त्रिभुज का केंद्रक 6 है जो मध्यिका 4D को अंत 2: में विभाजन करता है। इसलिए 6 के 


निर्देशांक हैं: 
2 Co] सः xX B, BORD रः yi ही 2223 नः ट| 
शस्तम य+ 42 ४5 
| ः 9 5] " gE 
X] TX + X3 WT 09 + ४३ ZT 2) 24 
है 3 7 आओ कि: 


उदाहरण ॥0 बिंदुओं (4, 8, ।0) और (6, ।0, -8) को मिलाने वाले रेखा खंड, ४7-तल द्वारा 
जिस अनुपात में विभक्त होता है, उसे ज्ञात कीजिए। 
हल मान लीजिए ४7-तल बिंदु ?(%, », 2) पर, ^ (4, 8, ।0) और 8 (6, 0,-8) को मिलाने वाला 
रेखा खंड को #:। में विभक्त करता है। तो बिंदु ? के निर्देशांक हैं; 
Er 8+I0k जी 
k+l k+I k+l 
क्योंकि ॥, ४7-तल पर स्थित है इसलिए इसका »-निर्देशांक शून्य है। 














तं 4+0/ _ 0 
k+l 
2 
या K—— 
3 


इसलिए ४7-तल AB को 2:3 के अनुपात में बाह्य विभाजित करता है। 


| प्रश्नावली ।2.3 | 


।. बिंदुओं (-2, 3, 5) और (।, -4, 6) को मिलाने से बने रेखा खंड को अनुपात 6) 2:3 
में अंतः (।) 2:3 में बाह्यतः विभाजित करने वाले बिंदु के निर्देशांक ज्ञात कोजिए। 

2. दिया गया है कि बिंदु (3, 2, -4), (5, 4, -6) और (9, 8, -0) सरेख हैं। वह 
अनुपात ज्ञात कीजिए जिसमें 0, PR को विभाजित करता है। 

3, बिंदुओं (-2, 4, 7) और (3, -5, 8) को मिलाने वाली रेखा खंड, ४7 -तल द्वारा जिस 
अनुपात में विभक्त होता है, उसे ज्ञात कीजिए। 

4. विभाजन सूत्र का प्रयोग करके दिखाइए कि बिंदु (2, -3, 4), B(-।, 2, ।) तथा 


००८०] सरेख हैं। 
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5. P(4,2, -6) और ९(0, -।6, 6) के मिलाने वाली रेखा खंड 70 को सम त्रि-भाजित 
करने वाले बिंदुओं के निर्देशांक ज्ञात कोजिए। 
विविध उदाहरण 


उदाहरण । दर्शाइए कि बिंदु ^ (।, 2, 3), 8 (-।, -2,-]), € (2, 3, 2) और D (4,7, 6) एक 
समांतर चतुर्भुज के शीर्ष हैं परंतु यह एक आयत नहीं है। 


हल यह दर्शाने के लिए कि ABCD एक समांतर चतुर्भुज है, हमें सम्मुख भुजाओं को समान दिखाने 
को आवश्यकता है। 


AB= J(I-DH2-2)+(-I-3)? = J4+I6+6=6 


क्योंकि AB = CD और BC = ^, इसलिए ABCD एक समांतर चतुर्भुज है। 
अब यह सिद्ध करने के लिए कि ABCD आयत नहीं है, हमें दिखाना है कि इसके विकर्ण AC 
और छ समान नहीं हैं, हम पाते हें : 


AC = 2-D-2) Hd —I)+6-2)+-3)=NI+I+I=N3 


BD = VA+DHKT+2)H6+D? (4+I)H7+2)H(6+D)=\25+8I+49=,/I55. 


क्योंकि AC £ BD । अतः ABCD एक आयत नहीं है। 
| ~ टिप्पणी | विकर्ण ^ तथा BD परस्पर समद्विभाजित करते हैं, के गुण का प्रयोग करके भी 


ABCD को समांतर चतुर्भुज सिद्ध किया जा सकता है। 





उदाहरण ।2 बिंदु ? से बने समुच्चय का समीकरण ज्ञात कीजिए जो इस प्रकार चलता है कि उसकी 
बिंदुओं ^(3, 4, -5) व B(-2, ।, 4) से दूरी समान है। 


हल कोई बिंदु ? (५, ), 2) इस प्रकार है कि PA= PB 


अतः J++ (E+5)? (४-3)+ (५-4)+ (/+5)* = Jr+2)+ (y+ (Ea)? +2) +(y-D+ज(C-4) 


या (४-3) +(y-4)+(Z+5)? = (+2) +(y-D+(E-4) 
या I0x+6y—I82-29=0. 
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उदाहरण ।3 एक त्रिभुज ABC का केंद्रक (, ], ]) है। यदि ७ और 8 के निर्देशांक क्रमशः (3, 
-5, 7) व (-।, 7, -6) हैं। बिंदु 0 के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। 


इल माना 0 के निर्देशांक (५, », 2) है और केद्रक 6 के निर्देशांक (।, ], ।) दिए हैं। 





x+3-—] 
इसलिए र । या £<८ | 
BS लि घी | 
जा जगा या #<८। 
3 । 2 
2+7-06 
3 र जाग, 


अतः € के निर्देशांक (], ], 2) हैं। 


अध्याय 72 पर विविध प्रश्‍नावली 


।. समांतर चतुर्भुज के तीन शीर्ष ^(3, -, 2) 8(।, 2, -4) व ९(-।, ], 2) है। चौथे शीर्ष 
D के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। 

2. एक त्रिभुज ABC के शीर्षो के निर्देशांक क्रमशः ^(0, 0, 6) B(0, 4, 0) तथा 
C(6, 0, 0) हैं। त्रिभुज की माध्यिकाओं की लंबाई ज्ञात कीजिए। 

3. यदि त्रिभुज PQ का केद्रक मूल बिंदु है और शीर्ष ?(2०, 2, 6), ९(-4, 3७ -0) और 
R(8, ।4, 2८) हैं तो ०, और ८ का मान ज्ञात कीजिए। 

4. ५-अक्ष पर उस बिंदु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए जिसकी बिंदु (3, -2, 5) से दूरी 
5.8 है। 

5. P(2, -3, 4) और (8, 0, 0) को मिलाने वाली रेखाखंड पर स्थित एक बिंदु र का 
*-निर्देशांक 4 है। बिंदु र के निर्देशांक ज्ञात कोजिए। 

(संकेत मान लीजिए 2, PQ को # : 7 में विभाजित करता है। बिंदु ९ के निर्देशांक 


क —3 | हैं।) 








k+l K+lI k+l 
6. यदि बिंदु & और 8 क्रमशः (3, 4, 5) तथा (-, 3, -7) हैं। चर बिंदु ? द्वारा निर्मित 
समुच्चय से संबधित समीकरण ज्ञात कीजिए, जहाँ P4?+ PB?= /2 जहाँ & अचर है। 
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साराश 


& त्रिविमीय ज्यामिति के समकोणिक कार्तीय निर्देशांक निकाय में निर्देशांक्ष तीन परस्पर लंबवत्‌ 
रेखाएँ होती हैं। 
* निर्देशांक्षों के युग्म, तीन तल निर्धारित करते हैं जिन्हें निर्देशाक्ष तल %४-तल, ४7-तल व 
7% -तल कहते हैं। 
& तीन निर्देशांक्ष तल अंतरिक्ष को आठ भागों में बाँटते हैं जिन्हें अष्टांश कहते हैं। 
& त्रिविमीय ज्यामिति में किसी बिंदु ? के निर्देशांकों को सदैव एक त्रिदिक (४, », 2) के रूप 
में लिखा जाता है। यहाँ ५, ४7-तल से, +, 7% तल से व 2, 2४ तल से दूरी है। 
* (0) *-अक्ष पर किसी बिंदु के निर्देशांक (2, 0, 0) हैं। 
(४) »-अक्ष पर किसी बिंदु के निर्देशांक (0, ), 0) हैं। 
(४) 7-अक्ष पर किसी बिंदु के निर्देशांक (0, 0, 2) हैं। 
* दो बिंदुओं P(+,, »,, 2) तथा 0 (2, »,, 2,) के बीच का दूरी सूत्र हैः 
PQ जज जल ed] hs +2) ) + (22 5 hr 
* दो बिंदुओं ? (६ » 5.) तथा ९ (७, »,, 2.) को मिलाने वाले रेखा खंड को  : ॥ 
अनुपात में अंतः और बाह्यः विभाजित करने वाले बिंदु र्‌ के निर्देशांक क्रमशः 
MX, +750 MYs FN, KZN NZ, MX) TREY Ny, MZ) — NZ, है 
| m+n m+n ट mMH+n | | m—nN mM— 77 mM—nN | ह ' 


* दो बिंदुओं (७, ),, 2) और 0७५, »., 2.) को मिलाने वाले रेखा खंड ९ के 


























मध्य-बिंदु के निर्देशांक हैं: 


[x FX YIN Y2 2 5 
DH ES 0, 
& एक त्रिभुज जिसके शीर्षा के निर्देशांक WBS Cl UN Se और ) हैं, के 
केद्रक के निर्देशांक है: 
MAX HX | | का): ZIN22 NX | 
की | 


ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


637 ईः में वेश्लेषिक ज्यामिति के जनक Rene' Descartes (I596-650 A.D.) ने तलीय 
ज्यामिति के क्षेत्र में उल्लेखनीय कार्य किया, इनके सहआविष्कारक Piarre Fermat 
(60I-I665 A.D.) और La Hire (I640-78 A.D.) ने भी इस क्षेत्र में कार्य किया। 
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यद्यपि इन लोगों के कार्यों में त्रिविमीय ज्यामिति के संबंध में सुझाव है, परंतु विशद्‌ विवेचन 
नहीं है। ९५८१7९५ को त्रिविमीय अंतरिक्ष में बिंदु के निर्देशांको के विषय में जानकारी थी 
परंतु उन्होंने इसे विकसित नहीं किया। 

75 ईः में J. Bernoulli (667--748 A.D.) ने [४97 को लिखे पत्र में तीन 
निर्देशांक तलों का परिचय उल्लेखित है जिसे हम आज प्रयोग कर रहे हैं। 

सर्वप्रथम सन ।700 ई० में फ्रेंच ऐकेडमी को प्रस्तुत किए गए Antoinne Parent 
(666--76 A.D.) के लेख में वेश्लेषिक ठोस ज्यामिति के विषय में विस्तृत विवेचन है। 

L. Euler, (I707783 A.D.) ने सन्‌ 748 में प्रकाशित अपनी पुस्तक 'ज्यामिति का 
परिचय' के दूसरे खंड के परिशिष्ट के 5वें अध्याय में त्रिविमीय निर्देशांक ज्यामिति का 
सुव्यवस्थित एंव क्रमबद्ध वर्णन प्रस्तुत किया। 

उन्नीसवीं शताब्दी के मध्य के बाद ही ज्यामिति का तीन से अधिक आयामों में विस्तार 
किया गया, जिसका सर्वोत्तम प्रयोग £n०५०।॥ के सापेक्षवाद के सिद्धांत में स्थान-समय 
अनुक्रमण (Space-Time Continuum) में द्रष्टव्य हे। 


९) 
— ® — 
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